
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÑÀÍÄÎÌÈÐÑÊÀß Ìàðèíà Ñåðãååâíà

ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÈÃÐÎÂÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÁÈÐÆÅÂÛÕ ÒÎÐÃÎÂ

Ñïåöèàëüíîñòü: 01.01.09 � Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà

è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

2013





Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïîâòîðÿþùèåñÿ èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åñòå-

ñòâåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíôîðìàöèîííûõ àñïåê-

òîâ ïðîäîëæèòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòîðîí â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Îíè áûëè ââåäåíû Àóìàíîì è Ìàøëåðîì â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà â ïå-

ðèîä èõ ðàáîòû íà Àìåðèêàíñêîå Àãåíòñòâî ïî Êîíòðîëþ íàä Âîîðóæåíèÿìè è

Ðàçîðóæåíèþ. Ïîâòîðÿþùèåñÿ èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿþòñÿ ýôôåê-

òèâíûì èíñòðóìåíòîì àíàëèçà ïðîöåññîâ îáìåíà èíôîðìàöèåé. Îíè ïîçâîëÿþò

îòâåòèòü íà âîïðîñû, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ è ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ïðîèñõîäèò ðàñ-

êðûòèå èíôîðìàöèè, êàêîâû ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû ñîêðûòèÿ èíôîðìàöèè,

êàêóþ âûãîäó ìîæíî èçâëå÷ü ïðè ãðàìîòíîì èñïîëüçîâàíèè èíôîðìàöèè.

Â òåîðèè ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé îñíîâíîå ÷èñëî ðà-

áîò ïîñâÿùåíî èãðàì äâóõ ëèö ñ íóëåâîé ñóììîé (àíòàãîíèñòè÷åñêèì). Íàèáîëåå

ïîëíî èçó÷åíû ñâîéñòâà ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé ó îäíîé

èç ñòîðîí. Â òàêèõ èãðàõ äâà èãðîêà n ðàç ðàçûãðûâàþò ìàòðè÷íóþ àíòàãîíè-

ñòè÷åñêóþ èãðó. Ìàòðèöà âûèãðûøåé îïðåäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûì ñîñòîÿíèåì

ïðèðîäû, êîòîðîå âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíûì

õîäîì ïåðåä íà÷àëîì èãðû íà âåñü ïåðèîä â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì îáîèì

èãðîêàì ðàñïðåäåëåíèåì p. Ñëó÷àéíûé âûáîð ñîîáùàåòñÿ îäíîìó èç èãðîêîâ

(èíñàéäåðó), íî íå åãî îïïîíåíòó, ïðè÷åì ýòî îáùåèçâåñòíî. Ïîñëå êàæäîãî

øàãà íåèíôîðìèðîâàííûé èãðîê, íàáëþäàÿ çà äåéñòâèÿìè èíôîðìèðîâàííî-

ãî, áàéåñîâñêè îáíîâëÿåò ñâîè ïðåäñòàâëåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé p.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ àíàëèçà ïðîöåññà îáíîâëåíèÿ èíôîðìàöèè íåèíôîðìè-

ðîâàííûì èãðîêîì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü

öåëûé êëàññ èãð, ïàðàìåòðèçîâàííûõ èñõîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå

ñîñòîÿíèé ïðèðîäû.

Ââèäó òåõíè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé ïðè ðåøåíèé êîíêðåòíûõ èãð ëèøü ñðàâ-

íèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé óäà-

ëîñü ðåøèòü ÿâíî: ñì. ðàáîòû Êîëáåðãà, Õîéåðà, Äå Ìåéåðà è Ñàëåé, Äîìàí-

ñêîãî è Êðåïñ.

Âàæíîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìà-
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öèåé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå òîðãîâ íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ, íà êîòîðûõ èìå-

åòñÿ àñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå èíôîðìàöèè î ëèêâèäíûõ öåíàõ òîðãóåìûõ

ðèñêîâûõ àêòèâîâ ñðåäè ðûíî÷íûõ àãåíòîâ. Òàêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ó÷åñòü

ñòðàòåãè÷åñêîå âëèÿíèå èíñàéäåðà íà ïðîöåññ öåíîîáðàçîâàíèÿ.

Â ðàáîòå Äå Ìåéåðà è Ñàëåé äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî ñòðåìëåíèå èíñàéäåðà

ñêðûâàòü ñâîþ èíôîðìàöèþ âûíóæäàåò åãî ê ñòðàòåãè÷åñêîìó ìàíåâðèðîâà-

íèþ, âûðàæàþùåìóñÿ â ðàíäîìèçàöèè ñâîèõ äåéñòâèé. Ýòà ðàíäîìèçàöèÿ ïðè-

âîäèò ê ñãëàæèâàíèþ ðåçêèõ ñêà÷êîâ ðûíî÷íûõ öåí (îáóñëàâëèâàåìûõ âíåø-

íèìè øîêîâûìè ôàêòîðàìè) è âëå÷åò ïîÿâëåíèå â èõ ýâîëþöèè áðîóíîâñêîé

êîìïîíåíòû. Äèñêðåòíûé âàðèàíò ìîäåëè Äå Ìåéåðà è Ñàëåé áûë ðàññìîòðåí

Äîìàíñêèì.

Â ìîäåëè òîðãîâ, ðàññìàòðèâàåìîé Äîìàíñêèì, èìåþòñÿ äâà ðèñê-

íåéòðàëüíûõ ðûíî÷íûõ àãåíòà, îáëàäàþùèõ áåçðèñêîâûì àêòèâîì (äåíüãàìè) è

ðèñêîâûì àêòèâîì (àêöèÿìè îäíîãî òèïà). Ïðè ýòîì îäèí èç àãåíòîâ (èíñàéäåð)

çíàåò ëèêâèäíóþ öåíó àêöèè ê ìîìåíòó îêîí÷àíèÿ òîðãîâ, à äðóãîé èãðîê íå

çíàåò. Òîðãè ïðîõîäÿò â n ýòàïîâ. Íà êàæäîì øàãå òîðãîâ èãðîêè îäíîâðåìåí-

íî ïðåäëàãàþò öåëî÷èñëåííóþ öåíó çà îäíó àêöèþ. Íàçâàâøèé áîëåå âûñîêóþ

öåíó ïîêóïàåò ïî ýòîé öåíå îäíó àêöèþ ó îïïîíåíòà. Êàæäûé èãðîê ñòðåìèòñÿ

óâåëè÷èòü ñâîé èòîãîâûé êàïèòàë (äåíüãè ïëþñ äåíåæíûé ýêâèâàëåíò ïðèîáðå-

òåííûõ/îñòàâøèõñÿ àêöèé).

Îïèñàííàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ñ íåïîëíîé èíôîðìàöè-

åé ó îäíîãî èç èãðîêîâ. Äîìàíñêèé ðåøàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ èãðó è äåìîíñòðè-

ðóåò ïîÿâëåíèå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ öåí ñäåëîê ïðè îïòèìàëüíîì ïîâåäåíèè

èãðîêîâ.

Îòìåòèì, ÷òî äèñêðåòíàÿ ìîäåëü áîëåå ðåàëèñòè÷íà, ÷åì ìîäåëü ñ âåùå-

ñòâåííûì ñòàâêàìè Äå Ìåéåðà è Ñàëåé, ïîñêîëüêó îòðàæàåò íàëè÷èå íà ðûíêå

ìèíèìàëüíîé äåíåæíîé åäèíèöû, â êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ òîðãè.

Ïðåäìåòîì ýòîãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîâòîðÿþ-

ùèåñÿ èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèè, ìîäåëèðóþùèå áèðæåâûå òîðãè ðàçëè÷-

íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñ óñëîæíåííûì òîðãîâûì ìåõàíèçìîì, ïîçâîëÿþùèì

èãðîêàì íàçíà÷àòü ðàçëè÷íûå öåíû ïîêóïêè è ïðîäàæè ñ ôèêñèðîâàííûì áèä-

àñê ñïðåäîì. Ìåõàíèçì ïîøàãîâîãî îáìåíà ìåæäó èãðîêàìè, ïðè êîòîðîì öåíû
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ïîêóïêè è ïðîäàæè ñîâïàäàþò, íå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì, â êîòîðûõ íà ðûíêå

ôóíêöèîíèðóþò òàê íàçûâàåìûå ìàðêåòìåéêåðû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè íà îñíîâå âûøåñêàçàííîãî çàêëþ÷àåò-

ñÿ â ðàçðàáîòêå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé áèðæåâûõ òîðãîâ, â êîòîðûõ èãðîêè íà-

çíà÷àþò ðàçëè÷íûå öåíû ïîêóïêè è ïðîäàæè. Àíàëèç ýòèõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò

èññëåäîâàòü âëèÿíèå áèä-àñê ñïðåäà íà îæèäàåìûå âûèãðûøè èíñàéäåðà è íà

àêòèâíîñòü ñîâåðøåíèÿ ñäåëîê.

Öåëüþ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð òîðãîâ

ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé ñ óñëîæíåííûì òîðãîâûì ìåõàíèçìîì è ðàçëè÷íîé

ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ òîðãîâ. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà òàêèõ èãð òîðãîâ ïîçâîëÿþò

áîëåå îáîñíîâàíî ãîâîðèòü î ñòðàòåãè÷åñêîì âëèÿíèè àñèììåòðè÷íîñòè èíôîð-

ìàöèè íà ôèíàíñîâîì ðûíêå íà ïðîöåññ öåíîîáðàçîâàíèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ìû ðåøàåì ðÿä çàäà÷:

• Èññëåäóåì ìîäåëü áèðæåâûõ òîðãîâ ñ çàðàíåå íåîãðàíè÷åííîé ïðîäîëæè-

òåëüíîñòüþ, â êîòîðîé èãðîêè ìîãóò íàçíà÷àòü ðàçëè÷íûå öåíû ïîêóïêè è

ïðîäàæè, è îïðåäåëÿåì, êàêîå âëèÿíèå îêàçûâàåò íåíóëåâîé áèä-àñê ñïðåä

íà ïîâåäåíèå ó÷àñòíèêîâ òîðãîâ è íà âûèãðûø èíôîðìèðîâàííûõ àãåíòîâ.

• Àíàëèçèðóåì ìîäåëü òîðãîâ ñ áîëüøèì, íî êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîâòîðåíèé

äëÿ ñëó÷àÿ êàê íóëåâîãî, òàê è íåíóëåâîãî áèä-àñê ñïðåäà. Ðàçðàáàòûâàåì

ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé ïåðåõîäèòü îò èãðû ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì øàãîâ

ê êîíå÷íîøàãîâûì èãðàì, è âû÷èñëÿåì, êàêèå ïîòåðè íåñåò èíñàéäåð ïðè

îñòàíîâêå òîðãîâ ðàíüøå îæèäàåìîãî ìîìåíòà.

• Èçó÷àåì ìîäåëü îäíîêðàòíûõ òîðãîâ, â êîòîðûõ âñÿ ïðèâàòíàÿ èíôîðìà-

öèÿ, èìåþùàÿñÿ ó èíñàéäåðà, äîëæíà áûòü èñïîëüçîâàíà ñðàçó. Îïðåäå-

ëÿåì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ èíñàéäåð ìîæåò îæèäàòü íàèáîëüøèé âûèãðûø

îò èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè.

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû

àíàëèçà ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé è äèíàìè÷åñêèõ èãð, ìå-

òîäû òåîðèè ìàòðè÷íûõ èãð, à òàêæå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè

óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ àíàëèçà îäíîøàãîâîãî ñëó÷àÿ òàêæå

èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ñòàòè÷åñêèõ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Äèñêðåòíûå ìîäåëè áèðæåâûõ òîðãîâ ñ íåíóëåâûì áèä-àñê ñïðåäîì íà îñ-

íîâå ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé èññëåäóþòñÿ âïåðâûå. Îðè-

ãèíàëåí ðàçðàáîòàííûé â ãëàâå 3 ïîäõîä ê àíàëèçó êîíå÷íîøàãîâûõ èãð ñ íåïîë-

íîé èíôîðìàöèåé íà áàçå ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ èãð.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè îðèãèíàëü-

íûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé. Â èãðàõ òîðãîâ ââîäèòñÿ

íîâûé ïàðàìåòð � áèä-àñê ñïðåä, îêàçûâàþùèé ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà òåõ-

íèêó èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Òàêæå èññëåäîâàíû èãðû òîðãîâ ñ

áîëüøèì êîíå÷íûì ÷èñëîì øàãîâ. Ïðåäïîëîæèòåëüíî, äàííóþ ìåòîäèêó èññëå-

äîâàíèÿ ìîæíî ïåðåíåñòè íà áîëåå øèðîêèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ èãð, èìåþùèõ

ñõîäíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ (ñòðàòåãèÿ èíñàéäåðà ãåíåðèðóåò

ïðîñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé).

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå âëèÿ-

íèÿ âåëè÷èíû áèä-àñê ñïðåäà íà ñòðàòåãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè èíñàéäåðà èçâëå-

êàòü âûãîäó èç ïðèâàòíîé èíôîðìàöèè. Òàêæå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû äëÿ îöåíêè ðèñêîâ ìàðêåòìåéêåðîâ íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ.

Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà îïèñàíèè ñòðóêòóðû ðàáîòû è åå îñíîâíûõ

ïîëîæåíèé. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çà-

êëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Â ðàáîòå 90 ñòðàíèö, ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåð-

æèò 40 èñòî÷íèêîâ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíà äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ òåîðåì, îïðå-

äåëåíèé è ôîðìóë: ïåðâàÿ öèôðà îçíà÷àåò íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ � âíóòðåííèé

íîìåð âíóòðè ãëàâû. Â àâòîðåôåðàòå íóìåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì òàêàÿ

æå, êàê â ïîëíîì òåêñòå äèññåðòàöèè. Ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé â

àâòîðåôåðàòå ïðèâîäÿòñÿ â óïðîùåííîì âèäå, ÷òîáû èçáåæàòü ââåäåíèÿ ñïåöè-

àëüíûõ îáîçíà÷åíèé è òåðìèíîëîãèè. Ïîëíûå ôîðìóëèðîâêè ìîæíî óâèäåòü â

òåêñòå äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1 âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïèñàíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ñîîòíîøåíèé òåî-

ðèè ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé, ðàçðàáîòàííûõ Àóìàíîì è

Ìàøëåðîì . Òàêæå â ýòîé ãëàâå äàåòñÿ îáçîð áàçîâûõ ìîäåëåé áèðæåâûõ òîðãîâ

ñ íóëåâûì áèä-àñê ñïðåäîì (íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü Äå Ìåéåðà è Ñàëåé è äèñêðåò-

íàÿ ìîäåëü Äîìàíñêîãî). Îïèñàíû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâòîðÿþùèõñÿ
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èãð, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå òî÷íûõ ìîäåëåé òîðãîâ.

Â ãëàâå 2 ââîäèòñÿ ìîäåëü áèðæåâûõ òîðãîâ ñ íåíóëåâûì áèä-àñê ñïðå-

äîì, èññëåäóþòñÿ áèðæåâûå òîðãè ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì øàãîâ. Ñòðîèòñÿ

ñòðàòåãèÿ íåèíôîðìèðîâàííîãî èãðîêà â áåñêîíå÷íîé èãðå, ãàðàíòèðóþùàÿ åìó

îãðàíè÷åííûé ñâåðõó ïðîèãðûø ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ïîâòîðåíèé. Â ýòîé ãëà-

âå íàéäåíà òàêæå íàèëó÷øàÿ ñòðàòåãèÿ èíñàéäåðà, ïîðîæäàþùàÿ ïðîñòîå ñëó-

÷àéíîå áëóæäàíèå àïîñòåðèîíûõ âåðîÿòíîñòåé, è âûèãðûø èíñàéäåðà, ãàðàíòè-

ðóåìûé ýòîé ñòðàòåãèåé. Ïîêàçàíî, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû âûèãðûøà

èíñàéäåðà óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì áèä-àñê ñïðåäà. Â ãëàâå 2 ðàññìîòðåíû ìîäåëè

êàê ñ äâóìÿ âîçìîæíûìè ëèêâèäíûìè öåíàìè àêöèè, òàê è ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì

âîçìîæíûõ öåí.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè áèðæåâûõ òîðãîâ ñ íóëåâûì è íåíóëå-

âûì ñïðåäîì è êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîâòîðåíèé. Îïðåäåëåíà âåëè÷èíà, êîòîðóþ

ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü èíñàéäåð, ïðèìåíÿÿ ñòðàòåãèþ, îïòèìàëüíóþ ïðè áåñêî-

íå÷íîøàãîâîì âçàèìîäåéñòâèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè ÷èñ-

ëà ïîâòîðåíèé çíà÷åíèå êîíå÷íîé èãðû ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ áåñêîíå÷íîøàãî-

âîé èãðû êàê ìèíèìóì ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëåé áèðæåâûõ òîðãîâ

ñ íóëåâûì è íåíóëåâûì ñïðåäîì. Îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíàÿ ñòðóêòóðà ñòàâîê,

èñïîëüçóåìûõ èãðîêàìè â îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ñòðîÿòñÿ ðå-

êóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íà âåñà ñòàâîê â îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãè-

ÿõ, ïîçâîëÿþùèå ñâÿçûâàòü ñòðàòåãèè, èñïîëüçóþùèå áîëüøåå ÷èñëî ñòàâîê, ñî

ñòðàòåãèÿìè ñ ìåíüøèì íàáîðîì àêòèâíûõ ñòàâîê.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà 5-é, 6-é, 7-é

Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Òåîðèÿ Èãð è Ìåíåäæìåíò� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

2011, 2012, 2013), íà 16-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè Îáùåñòâà Ïðèêëàä-

íîé Òåîðèè Âåðîÿòíîñòåé APS 2011 (Ñòîêãîëüì, 2011), íà 7-é Ìåæäóíàðîä-

íîé Èñïàíî-Èòàëî-Íèäåðëàíäñêîé êîíôåðåíöèè ïî Òåîðèè Èãð SING7 (Ïàðèæ,

2011), íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Ìîäåëèðîâàíèå â çàäà÷àõ ãîðîäñêîé è ðå-

ãèîíàëüíîé ýêîíîìèêè� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2011), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-

öèè �Ìàòåìàòèêà, ýêîíîìèêà, ìåíåäæìåíò: 100 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Â. Êàí-
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òîðîâè÷à� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012), íà 8-é Ìåæäóíàðîäíîé ïåòðîçàâîäñêîé êîí-

ôåðåíöèè �Âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå� è 13-ì Âñåðîññèé-

ñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Ïåòðîçàâîäñê,

2012), íà 5-é Èçðàèëüñêîé êîíôåðåíöèè ïî Òåîðèè Èãð (Òåëü-Àâèâ, 2013), íà

Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå �Ñåòåâûå èãðû è ìåíåäæìåíò� NGM2013 (Ïåòðîçà-

âîäñê, 2013), íà 2-é Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Òåîðèÿ ðûíî÷íûõ

ñòðóêòóð è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ýêîíîìèêà� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2013), íà íàó÷íûõ

ñåìèíàðàõ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÀÍ,

Öåíòðàëüíîãî ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÀÍ è Ôàêóëüòåòà Ïðè-

êëàäíîé Ìàòåìàòèêè è Ïðîöåññîâ Óïðàâëåíèÿ ÑÏáÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïå÷àò-

íûõ ðàáîòàõ àâòîðà [1-13], ïðèâåäåííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîòà [5] îïóá-

ëèêîâàíà â æóðíàëå, âõîäÿùåì â ïåðå÷åíü ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ

è èçäàíèé.

Â ðàáîòàõ [5, 7-10] àâòîðó ïðèíàäëåæàò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è òåîðåìû,

à ñîàâòîðó äèññåðòàíòà (íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ) ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çà-

äà÷è è èäåÿ ðåêóðñèâíîãî àíàëèçà âûðàâíèâàþùèõ ñòðàòåãèé. Â ðàáîòå [6] äèñ-

ñåðòàíòîì íàïèñàíû ðàçäåëû 3, 5 è 8.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâà-

íèÿ, ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ, ñòàâÿòñÿ çàäà÷è è õàðàêòåðè-

çóþòñÿ èñïîëüçóåìûå äëÿ èõ ðåøåíèÿ ìåòîäû, îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåð-

òàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ââåäåíèþ íåîáõîäèìûõ ïîíÿòèé òåîðèè ïîâòî-

ðÿþùèõñÿ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé è îïèñàíèþ óïðîùåííûõ ìîäåëåé áèð-

æåâûõ òîðãîâ ñ íóëåâûì áèä-àñê ñïðåäîì â ñëó÷àå êîíòèíóàëüíîãî (ìîäåëü

Äå Ìåéðà è Ñàëåé) è öåëî÷èñëåííîãî (ìîäåëü Äîìàíñêîãî) äîïóñòèìûõ ìíî-

æåñòâ ñòàâîê èãðîêîâ. Â íåïðåðûâíîé ìîäåëè çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâòî-

ðÿþùåéñÿ èãðû íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà øàãîân ñî ñêîðîñòüþ

ïîðÿäêà
√
n.
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Îïèøåì ïîäðîáíî äèñêðåòíóþ ìîäåëü. Äâà ðèñê-íåéòðàëüíûõ àãåíòà ñ

ïðîòèâîïîëîæíûìè èíòåðåñàìè âñòóïàþò â n-øàãîâûå òîðãè çà ðèñêîâûé àê-

òèâ (àêöèè îäíîãî òèïà). Ëèêâèäíàÿ öåíà àêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì õîäîì

(øîêîâûì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì) ïåðåä íà÷àëîì òîðãîâ è ìîæåò ïðèíèìàòü äâà

ðàçëè÷íûõ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿ: íèçêîå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p (ñîñòîÿíèå
ïðèðîäû L) è âûñîêîå m ∈ N c âåðîÿòíîñòüþ p (ñîñòîÿíèå ïðèðîäû H). Èãðîê

1 èíôîðìèðîâàí î ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî õîäà, Èãðîê 2 íå èíôîðìèðîâàí. Îáà

èãðîêà çíàþò âåðîÿòíîñòü p. Òî, ÷òî Èãðîê 1 � èíñàéäåð, ÿâëÿåòñÿ îáùèì çíàíè-

åì. Ðèñê-íåéòðàëüíîñòü èãðîêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëåçíîñòü ñëó÷àéíîãî

âûèãðûøà äëÿ íèõ ðàâíà åãî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ.

Íà êàæäîì øàãå òîðãîâ èãðîêè îäíîâðåìåííî ïðåäëàãàþò ñâîþ öåëî÷èñ-

ëåííóþ öåíó çà îäíó àêöèþ. Íàçâàâøèé áîëåå âûñîêóþ öåíó ïîêóïàåò ïî ýòîé

öåíå îäíó àêöèþ ó îïïîíåíòà. Åñëè èãðîêè íàçâàëè îäèíàêîâûå öåíû, òî òðàí-

çàêöèè íå ïðîèñõîäèò. Ïîñëå êàæäîãî øàãà ñòàâêè èãðîêîâ ïóáëè÷íî îãëàøà-

þòñÿ. Êàæäûé èãðîê ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü ñâîé èòîãîâûé êàïèòàë (äåíüãè ïëþñ

àêöèè ïî ëèêâèäíîé öåíå).

Â ýòîé ìîäåëè çíà÷åíèå èãðû îãðàíè÷åííî ñâåðõó, ïîýòîìó Äîìàíñêèé ðàñ-

ñìàòðèâàåò áåñêîíå÷íîøàãîâóþ èãðó Gm
∞(p) è íàõîäèò åå çíà÷åíèå � êóñî÷íî-

ëèíåéíóþ âûïóêëóþ ôóíêöèþ ñ òî÷êàìè èçëîìà pk = k/m, k = 0, . . . ,m, è

çíà÷åíèÿìè â ýòèõ òî÷êàõ V m
∞ (pk) = k(m− k)/2.

Âî âòîðîé ãëàâå ââîäèòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü áèðæåâûõ òîðãîâ àêöèÿìè

ìåæäó äâóìÿ èãðîêàìè, êîòîðûå íà êàæäîì øàãå òîðãîâ äåëàþò äâå ñòàâêè �

íàçíà÷àþò öåíó ïðîäàæè è öåíó ïîêóïêè îäíîé àêöèè ñ ôèêñèðîâàííîé ðàçíè-

öåé s (áèä-àñê ñïðåäîì). Íà êàæäîì øàãå ñäåëêà ïðîèñõîäèò ïî öåíå ïîêóïêè,

åñëè öåíà ïðîäàæè àêöèè, íàçâàííàÿ îäíèì èç èãðîêîâ, íå ïðåâîñõîäèò öåíû

ïîêóïêè, íàçâàííîé åãî îïïîíåíòîì íà äàííîì øàãå. ×èñëî øàãîâ çàðàíåå íå

îãðàíè÷åíî. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ìîäåëè Äîìàíñêîãî áåç áèä-àñê ñïðå-

äà. Ïðè s = 1 îíà â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè áåç ñïðåäà ââèäó äèñêðåò-

íîñòè ñòàâîê. Ðàññìîòðåí ñëó÷àém mod s = 0.

Ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðåGm,s
n (p) ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé

ó Èãðîêà 2.

Ðàññìîòðèì ñòðàòåãèþ íåèíôîðìèðîâàííîãî èãðîêà, ÿâëÿþùóþñÿ åñòå-
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ñòâåííûì îáîáùåíèåì ñòðàòåãèè, îïòèìàëüíîé â ìîäåëè ñ íóëåâûì ñïðåäîì.

Äëÿ àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè p ∈
[
sk
m ,

s(k+1)
m

)
ïåðâûì õîäîì ñòðàòåãèè τ k,m,s Èã-

ðîêà 2 ÿâëÿåòñÿ ñòàâêà (öåíà ïîêóïêè) sk. Äàëåå íà øàãå t = 2, 3, . . . Èãðîê 2

ñäâèãàåò ñâîþ öåíó ïîêóïêè íà s â áîëüøóþ èëè ìåíüøóþ ñòîðîíó â çàâèñèìî-

ñòè îò äåéñòâèé èíñàéäåðà íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ýòà ñòðàòåãèÿ äàåò ñëåäóþùóþ

îöåíêó ñâåðõó íà çíà÷åíèå èãðû.

Òåîðåìà 2.1. Çíà÷åíèå V m,s
n èãðû Gm,s

n (p), êàê ôóíêöèÿ îò p, äëÿ ëþáîãî n

îãðàíè÷åíî ñâåðõó ôóíêöèåé Hm,s � íåïðåðûâíîé, âûïóêëîé ââåðõ, êóñî÷íî

ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñ m/s îáëàñòÿìè ëèíåéíîñòè [sk/m, s(k + 1)/m], k =

0, 1, . . . ,m/s − 1. Ýòà ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â

òî÷êàõ èçëîìà pk = sk/m, k = 0, 1, . . . ,m/s:

Hm,s(pk) =
m2

2s
pk(1− pk).

Îáîáùàÿ êîíñòðóêöèþ äëÿ ìîäåëè áåç ñïðåäà, ìû ñòðîèì ñòðàòåãèþ èí-

ñàéäåðà σk,m,s.

Òåîðåìà 2.2. Ñòðàòåãèÿ σk,m,s ïîðîæäàåò ïðîñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïî ðåøåòêå
{
sk
m | k = 0, ..m/s

}
ñ ïîãëîùåíèåì

â êðàéíèõ òî÷êàõ è íà êàæäîì øàãå äî ïîãëîùåíèÿ ãàðàíòèðóåò èíñàéäåðó

ïîëîæèòåëüíûé âûèãðûø V1(s), çàâèñÿùèé òîëüêî îò âåëè÷èíû ñïðåäà.

Ñòðàòåãèÿ σk,m,s ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé â êëàññå ñòðàòåãèé, ïîðîæäàþùèõ ïðî-

ñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïî óêàçàííîé ðåøåòêå.

Òåì íå ìåíåå, îíà íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé (ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äëÿ s = 2).

Òåîðåìà 2.3. Ôóíêöèè V m,s
n ïðè n → ∞ îãðàíè÷åíû ñíèçó ôóíêöèåé Lm,s

� íåïðåðûâíîé, âûïóêëîé ââåðõ, êóñî÷íî ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñî çíà÷åíèÿìè â

òî÷êàõ èçëîìà pk = sk/m, k = 0, 1, . . . ,m/s:

Lm,s(pk) = V1(s)
m2

s2
pk(1− pk).

Ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà ñëó÷àé ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ëèê-

âèäíûõ öåí àêöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü òîðãîâ, â êîòîðîé ëèêâèäíàÿ öåíà

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà ðåøåòêå sk, k ∈ Z. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
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ïðåäñòàâèòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ñ ôèêñèðîâàííûì ïåð-

âûì ìîìåíòîì â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè ðàñïðåäåëåíèé ñ äâóõòî÷å÷íûìè

íîñèòåëÿìè ñ òåì æå ïåðâûì ìîìåíòîì. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñî

ñðåäíèì çíà÷åíèåì E(p) = sk, k ∈ Z, âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ñîõðàíÿþò

ñâîþ ôîðìó ñ çàìåíîé ìíîæèòåëÿ m2pk(1 − pk) íà äèñïåðñèþ D(p). Ìû ñòðî-

èì ñòðàòåãèþ èíñàéäåðà êàê êîìáèíàöèþ åãî ñòðàòåãèé äëÿ äâóõòî÷å÷íûõ èãð,

òðåáóþùóþ ïðîâåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ëîòåðåè äëÿ âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî

äâóõòî÷å÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå íàéäåí âûèãðûø èíñàéäåðà â èãðå Gm
n (k/m), ìîäåëè-

ðóþùåé áèðæåâûå òîðãè ñ íóëåâûì (åäèíè÷íûì) ñïðåäîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè

ñòðàòåãèè σm, îïòèìàëüíîé äëÿ èãðû Gm
∞(k/m).

Ïóñòü Km
n (p, σ, τ) � ôóíêöèÿ âûèãðûøà èíñàéäåðà â èãðå Gm

n (p).

Íàçîâåì öåíîé âíåçàïíîãî ðàñêðûòèÿ èíñàéäåðñêîé èíôîðìàöèè íà øàãå

n â áåñêîíå÷íîé èãðå Gm
∞(k/m) âåëè÷èíó:

εmn (k) = V m
∞ (k/m)− inf

τ
Km
n (k/m, σ

m, τ).

Ýòîò òåðìèí ìîòèâèðîâàí âîçìîæíîé èíòåðïðåòàöèåén-øàãîâîé èãðû êàê

âíåçàïíîé, íåîæèäàííîé äëÿ èíñàéäåðà, îñòàíîâêè áåñêîíå÷íîøàãîâîé èãðû íà

øàãå n.

Òåîðåìà 3.1. Öåíà âíåçàïíîãî ðàñêðûòèÿ èíñàéäåðñêîé èíôîðìàöèè ýêñïîíåí-

öèàëüíî óáûâàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè n è âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå

εmn (k) =
1

2m

[m/2]∑
l=1

cosn
π(2l − 1)

m
sin

πk(2l − 1)

m
ctg

π(2l − 1)

2m

(
1 + ctg2

π(2l − 1)

2m

)
,

ãäå [α] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α.

Òåîðåìà 3.2. Çíà÷åíèå V m
n (k/m) êîíå÷íîøàãîâîé èãðû Gm

n (k/m) îãðàíè÷åíî

ñíèçó ôóíêöèåé Lmn (k/m) � âûèãðûøåì, ãàðàíòèðîâàííûì ñòðàòåãèåé σm Èã-

ðîêà 1 :

Lmn (k/m) =
(m− k)k

2
− εmn (k), k = 1, . . .m− 1.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ñòðàòåãèÿ σm ÿâëÿåòñÿ εmn -îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé Èãðî-

êà 1 â n-øàãîâîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå Gm
n (k/m), ãäå εmn = O(cosn π

m).
11



Ñëåäñòâèå 3.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé n-øàãîâûõ èãð ñõîäèòñÿ ê çíà-

÷åíèþ áåñêîíå÷íîøàãîâîé èãðû ïî ìåíüøåé ìåðå ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðî-

ñòüþ.

Ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ m = 3 ïîðÿäîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âûèã-

ðûøà â n-øàãîâîé èãðå ïðè îïòèìàëüíîì ïîâåäåíèè òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíûé

(ò.å. íå íàáëþäàåòñÿ ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòè).

Ðåçóëüòàò óäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé íåíóëåâîãî áèä-àñê ñïðåäà,

íî â ýòîì ñëó÷àå âñå ñðàâíåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íå ñî çíà÷åíèåì èãðû, à ñ ãàðàíòè-

ðîâàííîé èíñàéäåðîì íèæíåé îöåíêîé Lm,s çíà÷åíèÿ.

Öåíîé âíåçàïíîãî ðàñêðûòèÿ èíñàéäåðñêîé èíôîðìàöèè â ýòîì ñëó÷àå íà-

çûâàåì âåëè÷èíó

εm,sn (k) = Lm,s(sk/m)− inf
τ
Km,s
n (sk/m, σk,m,s, τ).

Òåîðåìà 3.4. Ïðè âíåçàïíîé îñòàíîâêå òîðãîâ íà øàãå n èíñàéäåð îòíîñè-

òåëüíî ñâîåãî ãàðàíòèðîâàííîãî óðîâíÿ Lm,s òåðÿåò ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

εm,sn (k) = 2V1(s)ε
m/s
n (k).

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëèçó îäíîøàãîâîé äèñêðåòíîé ìîäåëè

áèðæåâûõ òîðãîâ êàê â ñëó÷àå ïðîñòåéøåãî òîðãîâîãî ìåõàíèçìà (áåç áèä-àñê

ñïðåäà), òàê è ñ ôèêñèðîâàííûì íåíóëåâûì áèä-àñê ñïðåäîì. Ñïåöèôèêà îäíî-

øàãîâîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî Èãðîêó 1 áîëüøå íå íóæíî ñêðûâàòü ñâîþ

ïðèâàòíóþ èíôîðìàöèþ, à òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü èç íåå ìàêñèìàëüíóþ åäèíîâðå-

ìåííóþ âûãîäó. Ìû èññëåäóåì ñëó÷àé äâóõ âîçìîæíûõ ëèêâèäíûõ öåí àêöèè: â

ñîñòîÿíèè ïðèðîäû H àêöèÿ èìååò âûñîêóþ öåíó, ðàâíóþ öåëîìó ïîëîæèòåëü-

íîìó ÷èñëó m, â ñîñòîÿíèè L öåíà àêöèè ðàâíà íóëþ.

Ïðèâåäåì çäåñü ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñïðåäà s. Ìîäåëü áåç ñïðå-

äà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ s = 1. Îïèøåì âîçìîæíóþ ñòðóêòóðó (ñïåêòðû) ìíî-

æåñòâà ñòàâîê, èñïîëüçóåìûõ â îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, è èçìåíå-

íèå ñïåêòðîâ ïðè ðîñòå p.

Ïðè ëèêâèäíîé öåíå, ðàâíîé 0, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èíñàéäåðà ïðè ëþ-

áîì p � íàçíà÷àòü öåíó ïðîäàæè 0 (öåíó ïîêóïêè −s).
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Óòâåðæäåíèå 4.4. Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ ñòàâêà (öåíà ïîêóïêè) èíñàéäåðà,

èñïîëüçóåìàÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíà k. Òîãäà ìàêñèìàëüíàÿ

ñòàâêà, êîòîðóþ èñïîëüçóåò Èãðîê 2, îòñòîèò îòk íå áîëåå, ÷åì íà âåëè÷èíó

ñïðåäà, òî åñòü íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå

[k − s, k + s− 1].

Ïîëó÷åíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè (êàê ôóíêöèÿ îò âåðîÿòíîñòè p) âå-

ëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ àêòèâíûõ ñòàâîê kx è ky â îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ èí-

ñàéäåðà è íåèíôîðìèðîâàííîãî èãðîêà, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4.3. Åñëè âñå àêòèâíûå ñòàâêè â îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè Èãðîêà 2

íå ñîñðåäîòî÷åíû â ïðîìåæóòêå [m− s,m], òî âûïîëíÿåòñÿ

kx ≥
2mp− s
1 + p

.

Òåîðåìà 4.4. Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

ky ≤ min

{
n ∈ N|n > m− 1

p

}
.

Íàçîâåì ëàêóíàìè íàáîðû ñòàâîê, êîòîðûå èãðîêè íå èñïîëüçóþò, ïðè

ýòîì èñïîëüçóÿ ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ è áîëüøèå è ìåíüøèå ñòàâêè.

Óòâåðæäåíèå 4.8. Åñëè ìàêñèìàëüíûå ñòàâêè â îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ

Èãðîêîâ 1 è 2 ìåíüøå m − 1 − s(4s − 1), òî â ýòèõ ñïåêòðàõ îòñóòñòâóþò

ëàêóíû äëèíîé áîëüøå èëè ðàâíîé 2s.

Ìû ðàçðàáàòûâàåì ðåêóðñèâíûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ñîîòíîøå-

íèå ìåæäó âûðàâíèâàþùåé ñòðàòåãèåé Èãðîêà 2 è åãî ñòðàòåãèåé, âûðàâíèâà-

þùåé ìåíüøåå ÷èñëî ñòàâîê èíñàéäåðà.

Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò ýòîò ìåõàíèçì â ñëó÷àå, êîãäà Èãðîê 1 èñïîëüçóåò

âñå ñòàâêè îò s äî k áåç ïðîïóñêîâ. Â îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè Èãðîêà 2 ïðè ýòîì

íå ìîæåò áûòü ïðîïóñêîâ â ïðîìåæóòêå ñòàâîê îò4s−1 äî k+s−1� íàèáîëüøåé

ñòàâêè, èñïîëüçóåìîé Èãðîêîì 2. Îáîçíà÷èì ïàðó òàêèõ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé

÷åðåç (x∗k, y
∗
k+s−1). Ïðèïèøåì èíäåêñ k ñîîòâåòñòâóþùåìó çíà÷åíèþ èãðû: vk =

vLk (1− p) + vHk p.
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Àíàëèçèðóÿ ìàòðèöó èãðû, çàìå÷àåì, ÷òî åñëè âû÷åðêíóòü k-þ ñòðîêó, òî

ñòîëáöû èíñàéäåðà ñ íóëåâîãî ïî k+s−2-îé, âçÿòûå â òîì æå ñîîòíîøåíèè, ÷òî

è â îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè y∗k+s−1, âûðàâíèâàþò îñòàâøèåñÿ ñòðîêè èíñàéäåðà.

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ðàññìîòðåíèþ âûðàâíèâàþùèõ ñòðàòåãèé â ñëó÷àå, êîãäà

ìàêñèìàëüíàÿ ñòàâêà èíñàéäåðà k − 1.

Äëÿ s = 1 ýòè ôîðìóëû ïðèíèìàþò òàêîé âèä

vHk =
(m− k)2

vHk−1
, vLk = (vLk−1 − k)

m− k
vHk−1

+ k.
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